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Aire et Périmétre

Dosser d' activités pédagogiques rédise par e groupe nationd de réflexion
aur I"enseignement des mathématiques en dispositifs rdais.

La philosophie des dispositifs reas est la suivante: quels que soient les degrés de
difficulté des éléves concernés, ques que soient leurs échecs, leurs rechutes, le
découragement des enseignants, nous ne devons pas baisser les bras, nous ne devons pas
abandonner ces ééves, nous en sommes collectivement responsables e nous devons tout
mettre en oavre pour les aider.

Le présent travail, fruit d'une collaboration entre la direction de la protection judiciaire
de la jeunesse et la direction de |’enseignement scolaire sinscrit dans cette perspective, €' est
une nouvele initiative pour tenter de donner aux enseignants les outils d'une réponse adaptée
en mathématiques. Cette premiére publication, qui sera suivie d'autres, porte naturellement
ur des travaux géomériques. Il y a la higoriqguement e culturdlement la base d'un savoir
condruit en mathémetiques, mettant en ocauvre des notions smples autour de Stuations
concrétes, pafois ludiques, groupées autour didées propres a éveller I'intdligence & a
soutenir lamativation.

L’utilisation des documents pédagogiques proposes par cette publication pourra tirer
un grand profit de la lecture de lintroduction e des deux aticles convergents et
complémentaires qu'dle contient. Ils doivent permettre aux enseignants de déerminer les
parcours adaptés aux besoins de leurs ééves. Il ne faut pas chercher a tout couvrir ni a tout
mettre en cauvre, mais on n'oubliera pas que tout authentique gpprentissage exige des reprises
et du temps.

Je souhaite pour cette noble téche bonne chance et bele réusste aux enseignants avec
lesdéves qu'ils accuellent.

Dominique ROUX, Ingpecteur généra de I’ éducation nationde de mathématiques




PREAMBULE

Les dispogtifs rdas permettent un accuell temporaire adepté de collégiens en risque de
margindisation scolaire. lls ont pour objectif de favoriser le ré@nvedtissement des
apprentissages et la socidisation de ces éléves.

Conformément aux principes exposes dans le document « Enseigner et Apprendre en classe
rdais»!, qui affirme quil Ny a pas socidisation sans apprentissages, la direction de
I’enseignement scolaire et la direction de la protection judiciare de la jeunesse ont mis en
place des groupes de réflexion naionaux thématiques sur I'ensaignement du francais, des
mathématiques, des sciences et de la technologie. Ce dosser et la premiére production du
groupe « Mathémaiques». Un second dosser axé sur le théme du numérique e de
I’ opératoire est en cours d’ éaboration.

Le choix du théme Aire et Périmétre se judtifie par plusieurs consdérations :

1- Ce theme traverse I'histoire des mathématiques (Cf. les articles de Frangois Boule et
André Pressiat) ;

2- 1l condtitue un noyau dur des savoirs mathématiques a acquérir au collége ;

3- Il est particulierement adapté a la mise en place d'une pédagogie différenciée permettant
de mobiliser I'ensamble des déves d'un dispostif, quel que soit leur niveau de
compétences.

Les activités proposées, issues de pratiques expé&imentées, permettent le développement
d'une pédagogie ambitieuse, osant offrir des activités complexes, souvent origindes, mas
clairement référées aux connai ssances fondamental es a acquérir au collége.

L’outil qui vous est proposé suppose probablement des actions de formation qui pourront étre
mises en place dans les académies.

L’utilisation de ce dosser nest a priori pas limitée aux seuls professonnels des classes rdais.
I et permis de penser que les démarches, ici préconisées, seraient utiles a tous les
adolescents.

En tout &a de cause, vos réflexions et contributions sur leur mise en ocawvre seront
bienvenues.

ONT COLLABORE A LA REALISATION DE CE DOSS ER

M. Dominique Barataud, professeur de mathématiques, CNEFEI Suresnes

M. Francois Boule, professeur de mathématiques, CNEFEI Suresnes

M. Jean-Marie Bouscasse, professeur de mathématiques, Agen

Mme Dominique Brossier, direction de la protection judiciaire de la jeunesse

M. Robert Charbonnier, professeur de mathématiques, Maringues ; IREM de Clermont-Ferrand
Mme Régine Fourmann, direction de I’ enseignement scolaire

M. Lione Maurouard, professeur de mathématiques, Fécamp

M. Aziz Oulddli, enseignant de mathématiques, Auto-Ecole Saint-Denis

Mme Jacqueline Puyalet, professeure de mathématiques, CNEFEI Suresnes

Mme Jacqueline Penninckx, inspectrice d’ académie, inspectrice pédagogique régionae de mathématiques,
M. André Pressiat, professeur de mathématiques, Chéteauroux ; INRP

M. Dominique Roux, ingpecteur général de I’ Education Nationale de mathématiques

! Ce document fait I” objet d’ une publication séparée.
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Aire et Périmetre
Dominique BARATAUD (C.N.E.FE.I)

I ntroduction : Une question délicate

Tout enseignant de mathématiques a rencontré des gpprenants en difficulté dans I'utilisation des formules de
caculs de périmetres ou/et daires. Et il est classque de voir une personne utiliser une formule de cacul
dare pour trouver un périmétre (et réciprogquement) ou exprimer une aire en m (ou un périmeétre en metres
carres.

Ces ereurs trouvent probablement leur origine dans des confusions sappuyant sur des perceptions
erronées et des représentations archaiques que la pédagogie ne prend peut-étre pas suffisamment le
temps d'explorer.

Précisons, a partir de quelques exemples, le sens de notre propos.

Notre expérience empirique nous conduit a confondre (au sens étymologique) les concepts de Périmetre,
de Aire (et méme de volume). En effet, dansla plupart des manipulations que nous réglisons sur des objets,
ces trois grandeurs croissent (ou décroissent) conjointement. Aind, plus un paguet-cadeau est gros
(volume) , plus le papier-cadeau pour I'envelopper est grand (Aire) et plus le ruban nécessaire a l'entourer
sera long (Périmétre). Intuitivement, nous avons tendance a penser (souvent inconsciemment) que S nous
augmentons une surface, le nouveau périmétre augmente auss (et réciproquement).

II'y adonc une confusion profondément enracinée dans notre expérience empirique d'actions sur le monde
ou dans les perceptions immédiates sur certaines figures.

Aing dansle cassuivant :

Face aux deux figures ci-contre, la
plupat des personnes interrogées
consdérent que cdle de droite a un
pé&imetre supérieur a cdui de la figure
de gauche.

Ce qui e faux (les deux périmétres
sont égaux).

Commentaires :
La figure de gauche est percue comme un grand carré amputé d'un petit carré, dors que celle de droite est
percue comme un grand carré augmenté d'un petit. Ce qui et exact en terme de décompostion et
recomposition. Ce qui es erroné, c'est le mouvement de pensée qui traduit cette perception en
opération (soustraction ou addition) sur les deux grandeurs pé&rimétre et aire. Car il est vrai qua l'addition
perceptive des deux formes correspond I'addition des aires mais il Wen est pas de méme au niveau des
périmetres.
Il faut remarquer que cette "logique”’ conduit certains sujets a proposer comme calcul du périmétre de la
premiére forme une opération du type:

Périmétre du grand carré — périmétre du petit

et comme calcul du périmetre de la seconde forme une opération du type :
Périmetre du grand carré + pé&rimétre du petit.
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Voici par exemple letravail rédisé par une déve de CM2.
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Remarque :
Sur les formes canoniques (Rectangle, Carré et Triangle) lamaitrise de cette éléve semble totde.

Suite de son travail :
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Remarque :
Face a une figure composée et pensée comme |'adjonction d'un rectangle et d'un triangle, le mode de calcul
apparat comme éant du type :

Airetotae = are du rectangle + aire du triangle
Périmetre total = périmétre du rectangle + périmetre du triangle.
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Laderniéere partie de son travail et encore plus exemplaire :
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Remarque :

Ici lafigure est pensée comme éant cdlle d'un rectangle amputé d'un triangle.
Le mode de cacul du périmétre, que nous reproduisons, mérite d'étre analyse.

l Traduction opératoire de |'amputation perceptive

P=(8+45)x2 —
12,2 cm

25 - 128 =

Somme des déments caractéristiques de I'amputation.
(Il sagit bien dune somme aind que le prouve le 12,8
de laligne suivante). Le 2,9 qui ne correspond pas au
pé&imére du triangle, représente la profondeur,
I'importance de I'amputation.

Onvaitic anu le mouvement de pensée qui traduit la perception en opération.

Corrdativement, a périmétre constant, nous avons tendance a penser que I’ aire ne change pas.

Aing, Voltaire (qui n'éait pas particulierement en difficulté d'gpprentissage) écrivait :
"Lasurface d'un cercle ne change pas quand on le transforme en ovale'.

Cette erreur (car c'est faux), Sappuie sur des compétences opératoires de haut niveau (Invariance par

compensation) qu'un schéma permet de comprendre

Ce qui est enmoins
serait compensé
par ce qui est enplus

A

Cequi est en moins

serait compensé
par ce qui est en plus

Aire et Périmeéetre. Groupe National Classes-relais.
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Découper, recomposer, une activité authentiquement mathématique.

On le verra, les scénarios pédagogiques que nous proposons dans ce dossier font beaucoup appel a
des découpages et a des recompostions de surfaces. La judtification de telles pratiques n'est pas a
chercher dans des caractéristiques supposées des éeéeves accuellis en classes-rdais mais du coté de
I higaire et des fondements mémes des mathématiques.

D’Euclide a Hilbert, toute I’histoire de la géométrie démontre |'importance que ces démarches ont
occupée (et occupent encore) dans les recherches des plus éminents mathématiciens. Elles ne sont pas le
moyen d échapper a des processus d abstraction mais sont au contraire au coaur d interrogations et de
recherches fondamentales.

Aingd, par exemple, la question de la quadrature du cercle (Est-il possible de congruire, alarégle et au
compas, un carré de méme aire qu’un cercle donné ?) fut posée par les Grecs et ne trouva sa solution
quau 18°™ siécdle. (La réponse éant oqu’ une telle congtruction est impossible). Il en est de méme de la
congtruction de latrisectrice d’ un angle (partage d un angle en trois parties égaes).

On trouvera dans ce dosser deux articles de niveau différent auxquels le collegue, sdlon ses propres

besoins et connai ssances antérieures se reportera:

- Un premier aticle de notre collegue André PRESSIAT (I.N.R.P.), Découpages et
recompositions pour les aires et volumes, nécessitant sans doute quelques connaissances
préaables et permettant d’ explorer un peu I” histoire en mathématiques sur ce sujet.

- Un second article de notre collégue Frangois BOULE (professeur au CNEFEI) Découpages et
recomposition de surfaces, qui devrait permettre a tous de comprendre en quoi ces questions
sont essentielles.

L es étapes de |'apprentissage
Remarque préalable:

Apprentissage initial et apprentissage tar dif.

Les étapes décrites ci-dessous sont celles que devraient respecter une démarche d'apprentissage
cohérente, ce sont celles quauraient di respecter 'apprentissage initid. Or, il est fort probable que tel

n'aura pas éé le cas pour la plupart des deves accueillis en classe-rdas, leurs savoirs actuels sétant
congtruits de fagon morcelée et peu cohérente. || n'en demeure pas moins quils ont des savoirs et quiil n'est
ni possible ni souhaitable de re-parcourir la totalité des éapes ci-dessous décrites. Une pédagogie des
apprentissages tardifs doit prendre en compte les savoirs et représentations ingtalés en permettant leur
réorganisation et leur recongtruction. Certaines activités visant la construction de savoir dans le cadre d'un
apprentissage initial peuvent permettre des prises de conscience et des réorganisations des connai ssances
propres a une pédagogie des gpprentissages tardifs. || gppartient au professeur de choisir les activités pour
permettre les acquisitions ou/et les réorganisations dont a besoin I'deve accuelli en classe-rdais.

Dissociation des concepts:
Tout apprentissage doit donc, a notre sens commencer par un travail de dissociation des concepts. Ce qui
suppose d'explorer des situations ou :

- apérimeétre congant les aires vont varier (et dans quelles limites),

- aaire constante, les périmetres vont varier (et dans qudles limites)
- le périmetre et 'aire vont varier dans le méme sens (ce qui N'est pas surprenant) mais auss en sens

contraire (ce qui est moins conforme al’intuition).
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Voic sous forme d'un tableau I'ensemble des questions a parcourir.

Nature des | P&rimétre Congtant + | - - + + -
variations Aire + | - Congtante - + - +
Travail avec Assemblages d'un Variations Variations
Nature des activités delaficdle nombre constant conjointes contraires
de piéces. (Cf. Tan
Gram)
Airevariable Périmétrevariable || Retrait | Rajout || Retrait | Rajout
Maxi. | Mini. Maxi. | Mini. de pieces de convexités

Comparer ou/et mesurer

Etudier les variations des pé&rimétres et des aires lors de trandformations particulieres pose la question des
procedures de comparai sons. Le recours trop rapide a des démarches faisant appel aux mesures risque de
ne pas favoriser le travail de dissociation des concepts. 1l est donc souhaitable, s cela semble nécessaire,
de recourir a des procédures de comparaison qui ne fassent pas appd alamesure.
Pour les périmétres : |'utilisation de ficelles peut permettre facilement des comparaisons directes.
Pour les surfaces, lacomparaison directe des aires est plus déicate. Deux cas sont a envisager :
1) Lerecouvrement dune surface par I'autre est possible ;
2) Lerecouvrement direct n'est pas possible. Des découpages et des réorganisations sont nécessaires.
Ceci suppose que I'idée méme dinvariance par découpage et réorganisation des piéces est acquise
(Cequi narien d'évident pour tous les ééves de collége)

On trouvera dans la partie présentant les activités (Fiche 3) , un exemple de fiches qui ont pu étre
expérimentées avec des déves de 6™ de SEGPA. Elles sont & comprendre comme le résultat d'un travail
arédiser et non pas comme des fiches toutes prétes a distribuer.

Remarque :

L'intéré d'un jeu comme le Tan Gram, C'est entre autre le fait que le découpage se fait a partir dune piece
de base engendrant toutes les autres (Le petit triangle isocéle rectangle), ce qui permet, par smple
dénombrement, des comparaisons daires.

Supports et activités proposees danscelivret

N°| Objectif Nature del’ activité

1 Comparaison de figures sdon chacun des criteres. Prise de conscience que le
Dissociation | classement de la plus petite a la plus grande d' un ensemble de figures dépend du
des concepts | critére retenu

2 dareetde |Traval a pé&imétre congtant : comparaison sdon leur aire de figures ayant méme
périmetre | pé&rimétre
3 Travail a are congtante : comparaison seon leur périmétre de figures ayant méme
are (Tan Gram)
Evduation 1

Aire et Périmeéetre. Groupe National Classes-relais. P5/8




La question dela mesure
Autant |e probleme de la mesure des périmétres ne pose que peu de difficultés, autant celui de la mesure
des aires et délicat. Plusieurs aspects peuvent étre identifiés

L'utilisation d’'une unité de mesure:

- Elle doit permettre de couvrir le plan. D'ou les activités de pavage :

Recherche des formes usudles permettant e pavage

Production, par transformations smples, de piéces origindes

Remarguons que ce theme permet des liens intéressants avec le domaine pictura. (Cf. certains tableaux
d'Escher)

Remarques : Exhiber est une chose, exiger en est une autre.

Or, I'une des formes que les enfants ont tendance a choisir spontanément pour couvrir une surface est le
cercle. C'est du reste en Sappuyant sur ce constat que nous proposons certaines activités visant une
approche de la notion de mesure des surfaces par le remplissage par des cercles. (Cf. Fiche N° 2) Cette
méthode permet dans la plupart des cas de comparer les surfaces. L'existence de vides et de cercles n'entrant
pas entiérement dans laforme permet justement de faire I'expérience des limites d'une telle approche.

Il ne suffit donc pas d'exhiber le carré comme la forme exigée. |l faut fonder cette exigence en multipliant les
expériences s'appuyant sur d'autres formes.

- Elle doit permettre le remplissage des surfaces a mesurer :
ce qui pose la question des transformations des figures usudles en une forme de base,
cequi pose auss laquestion des sous-unités de mesure.

Supports et activités proposées dans ce livret

N® Objectif Naturedel activité
4 Expresson des caractéristiques des piéces condituant un Tan gram a partir de
Approche des | cdlesdu triangle de base.
5 notions de Utilisation des vaeurs obtenues dans I'andlyse et la comparaison de différentes
mesure d' aires et | figures. (Cas Ssmples)
6 depéimétres | Utilisation des vaeurs obtenues dans I'analyse et la comparaison de différentes
figures. (Cas complexes)
7a Inventaire des carrés et des rectangles (planche a9 clous puis a 16 clous)
7b Vers Inventaire des triangles (planche & 9 clous) et des polygones réguliers (maillage
lacongruction | Triangle-Equilatéra)
7c| deformules | Expression de différentes formes (Triangles, carrés, pardléogrammes) a partir de
Travall sur des | 2 triangles de base
7d| «planchesa |Mesured aressur une planche a 16 clous
7e cous » Congruction de laformule de Pick
8a Prise de Carrés de dimension double, triple, moiti€ et tiers. Variation corréative des aires
8b| conscience | Triangles équilaéraux de dimenson double triple, moitié et tiers. Variation
quelavariation | corréative desaires
8c| desaresest | Sphinx dedimension double, triple, moitié et tiers. Variation corréative des aires
8d| égadeaucaré |Découpaged un sphinx en 16 sphinx
8e| decdlesdes |Ass=mblage d un sphinx avec 25 sphinx
longueurs
9 Interlude Fabrication de formes auto-couvrantes.

Aire et Périmetre.
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La construction de formules

De ce qui précéde, il résulte que:
- certaines formules ne sont que lecture-écriture de ce qui est. C'est le cas du carré (coté ™ coté) et du
rectangle (Longueur ~ largeur)

3 rangées de 3 carrés 3rangéesde5 carrés

- d'autres proviennent de transformations rédisables :
C'est le cas du triangle et ce sous deux formes :

C l; H/2 c
Le rectangle a une are 4o, C° H I‘_erecta'lgl«_aaunedreégde N H
double de cdlle du triandle. 2 acdledutriangle. ° >

Remarque 1 : Latransformation est encore rédisable lorsgue la hauteur est extérieure au triangle :

T e

Dans ce cas, il est possible d'opérer par différence

~_ _// _ _j
Airedutriangle=%C” h—-%C2" h=%(C-C2)" h=%C1" h

Remarque 2.
Algébriquement il est équivalent d'appliquer C/2 © H . Mais ceci ne correspond & aucune décomposition
recompasition.
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- Cest auss le cas du pardlélogramme: f

B

- Enfin dans le cas du cercle aucune ransformation rédle ne peut le transformer en rectangle ou carré
(céébre probléme dit de la quadrature du cercle). La formule bien connue (S= p ~ R? Sappuie sur des
techniques de cdculs fondées sur les notions de limites e de caceul infinitésmal). 11 est par contre possible
(et souhaitable) de montrer que la surface du cercle est comprise entre

2R? et 4 R?

: A 20
w N/

et méme de développer des procédures d approche (Cf. Fiche 10e)

Supports et activités proposées dans ce livret

N°| Objectif Naturedel’activité
10a Formules Du triangle au pardldogramme (1)
10b Aire du triangle, Du triangle au pardléogramme (2)
10c| dupadldogranme, |Du pardléogramme au rectangle
10d du disque. Du rectangle au carré

10e Activités autour de la quadrature du cercle
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Découpages et recomposition de surfaces

Francois BOULE (CNEFEI)

Les connaissances scolaires  sur les aires et les  volume ont souvent éé réduites a
I gpprentissage et |'usage de formules. C'est a la fois donner une prépondérance au cacul et a
la mesure (dont |'apprentissage oppose des obgtacles consdérables), et priver I'intuition de
moyens commodes et de preuves accessibles. Pour éviter cette centration prématurée, voire
exclusve sur les aspects cdculatoires, les programmes inscrivent comme  compétence
exigible, des la dase de sxieme, la dé&ermination d'ares a patir dun pavage smple, e
encouragent dans les commentaires la dé&ermination d'aire a I'aide “soit de reports, de
décompositions, de découpages et de recollements, soit de quadrillages e d encadrement”.
Ceci ménage d'allleurs une continuité salutaire avec les programmes du cycle |11 des écoles.

On trouve le souci de congruire une théorie géométrique déductive, sans disposer des I’ abord
des nombres, chez Euclide e chez Hilbet notamment. Les pages qui suivent proposent
quelques exemples, inspirés par ces auteurs, et adaptés a une présentation au college.

Chez Eudlide, la notion d'are n'ex pas définie précisment; c'est I'égalité d'aire qui et
définie.

Un premier théoreme énonce : “des paraldogrammes, condruits sur la méme base, & entre
les mémes pardldes sont égaux”.

Il S agit donc de montrer que les pardléogrammes ABCD et ABC'D’ ont méme aire ( fig. 1).

A B A B A B
D C D c D’ C D c D’ cC D C

fig. 1 fig. 2 fig. 3

La démongration d' Euclide repose sur la décomposition en triangles “égaux” (isométriques)
el en fasant usage des propriétés fondatrices concernant les grandeurs (invariance dune
€gdité par gouts ou retrait de grandeurs égdes, ou par doublement). Une preuve
“mécanique’  peut étre tenue pour équivaente. On considére le contour ABCD’, et le triangle
mobile grise.

Lorsque le triangle occupe la podtion ADD’, il découvre le pardldogramme ABCD ;
lorsgu’'il occupe la postion BCC', il découvre le pardléogramme ABC'D’. Ces deux aires
sont donc égales.

Une fois admise la formule permettant d obtenir I'aire du rectangle, on peut en fare dériver
des formules d'aire du paraldogramme, du triangle rectangle, du triangle quelcongque.

b b b
A< > A< > B A<—>p8
A A ;
v D C v v
D C
fig. 4 fig. 5 fig. 6
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En effet le padldogranme ABCD équivat au rectangle ABCD’ (figd), le triangle
rectangle et obtenu en partageant le rectangle (fig. 5) et le triangle quelconque en juxtaposant
deux triangles rectangles (fig. 6). Cest le parti choid par Claraut dans ses Eléments de
Géométrie (1741).

Mais on peut auss, sans passer par la congruction de formules, éablir de nombreux résultats
intéressants. En voici quelques-uns.

A

h a b

a b a \b
A7

fig. 7 fig. 8
La décompostion dun méme pardlédogramme par ses deux diagondes fat gppardtre soit
deux triangles (a) soit deux triangles (b) [fig. 7]. Ces deux triangles ont méme are. « Deux
triangles ayant un coté de méme longueur, et méme hauteur relative a ce coté ont méme
aire».
Il en résulte que la médiane découpe un triangle en deux triangles dares égdes : (@ = (b)
[fig. g].

Deux résultats bien connus en découlent.

fig. 9 fig. 10

Soient B & C' les milieux de deux cbtés d'un triangle (fig. 9). Les aires AB'C & ABC' sont
égdes a la moitié du triangle ABC. Par différence, les aires BB'C et CC'B sont égdes. Ces
deux triangles ayant méme base, il en résulte que (B'C’) est pardlde a (BC). On en déduit
auss que [B'C'] est moitié de [BC].

B’ e C sont milieux de deux cotés d’'un triangle (fig. 10). (BC') et (CB’) se rencontrent en G.
(AG), (BC'), (CB’) découpent sx petits triangles. D’aprés le réaultat représenté en figure 8,
les aires AGC' et CGC' sont égdes (a), e auss AGB’ e BGB’ (b). Mais les aires CAB’ &
BAC' sont égdlesalamoitié del'aire du triangle ABC.

Donc ata+ b = b+b+a Il en réaulte que a= b, e donc que BG= 2 GC'. «La médiane
BC' rencontre la médiane CB’ au tiers de la longueur (en partant de la base) . Ceci permet
de déduire que lestrois médianes ont un point commun (le “centre de gravité’).

Pami les centaines de démondrations du théoreme de Pythagore, voici une démongration
chinoise, qui N’ utilise que des découpages et des trandations.
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fig. 11
Le caré de centre O est découpé sddon une pardldle e une perpendiculare a I hypoténuse du

triangle grise. Les quatre morceax () et le caré (b) recouvrent le caré congruit su
I’ hypoténuse. La preuve résulte de I’ anadyse du paralé ogramme ABDE.

Hilbert (Les fondements de la géométrie) a formaisé I &difice euclidien en définissant deux
notions  concernant les  figures  polygondes : I’ équidécomposabilité et
I' équicomplémentar ité.

Deux figures sont “équidécomposables’ sil est possble de décomposer chacune d'éle en
déments deux a deux équivdents quant a l'are Deux figures P e P sont
“équicomplémentaires’ sil exite des figures Q & Q équidécomposables telles que la
juxtaposition de P et Q d'une part de P et Q' d’ autre part soient équidécomposables.

Changement d’échelle

Que devient I'aire lorsgue I'on double les dimensions ? La réponse et évidente pour un carré
ou un rectangle. Elle est égdement smple lorsgu’il Sagit d'un triangle quelconque (fig. 12)
en conséquence du résultat que représente la figure 9. Mais pour un polygone quelconque (fig.
13) ? Le polygone agrandi ne se laisse pas toujours recouvrir par quatre petits polygones de
méme forme. La décompostion en triangles donne une preuve.

N/\
/)

fig. 12 fig. 13 fig. 14

P est décomposable en triangles. Le polygone dont on a doublé les dimensions auss (fig. 15).
Lesquels sont décomposables en petitstriangles T et T'.
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fig. 15

Cegt and quel’ on peut donner al’intuition le résultat important : quand toutes les
dimensions sont multipliées par K, le périmétre est multiplié par K et I aire par K2.

Mais cette méhode e maheureusement difficile a &endre aux volumes. ..

Bibliographie:

Géométrie, Michd Carrd, Ellipses, 1995,
Aires, Groupe Géométrie et arithmétique, IREM de Bordeaux, 2000,
Questions sur la géométrie, FrangoisBoule, Nathan, 2001.

414



Découpages et recompositions pour les aires et volumes
André PRESSIAT (INRP)

Nombreux sont les acteurs de I'enseignement des mathématiques qui souhaitent ne pas réduire
I'apprentissage des notions dare et de volume a la manipulation des formules permettant de
les cadculer. Pour éviter cette centration prématurée sur les aspects caculatoires, les
programmes’  inscrivent comme  compéence  exigible la déermination daires a partir dun
pavage smple, et encouragent dans les commentaires la déerminaion daires a l'aide “soit de
reports, de décompostions, de découpages € de recollements, soit de quadrillages et
dencadrements’. La pratique des reports, décompositions, découpages et recollements se voit
souvent |égitimée a ce niveau de l'ensaignement par I'ége des ééves et leur fable maturité
mathématique. L'objet de ce texte est de metire en évidence la |égitimité de ces pratiques en
les rdiant aux travaux sur les ares e les volumes de mahémdiciens auss cdebres
quEudide dans ses Eléments et David Hilbert (1862 - 1943) dans Les fondements de la
géométrie.

1 - Aireset volumes sansles mesures

Ces deux mathématiciens ont en commun la volonté de condruire une théorie géomérique
sans disposer au départ de la notion de nombre. Pourtant, cette théorie prend en compte la
question des ares e des volumes. Chez Euclide, la notion dare nest pas définie
précisément : il introduit une nouvelle notion dégdité entre figures, qui correspond a ce que
nous appelerions “figures dares égdes’. Pour sen fare une idée, nous dlons examine la
démondgration du premier théoreme, qui est le suivant : “Des pardléogrammes, condruits sur
la méme base et entre les mémes paralées sont égaux”.

A B E F

! Ce qui suit fait allusion aux programmes de la classe de Sixiéme.
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ABCD e CDEF sont les deux pardldogrammes dont il sSagit de démontrer quils sont
“égaux” au sens donné a ce mot par Euclide.

Pour cea, il goute le triangle BEG a chacun des pardldogranmes. Il lui suffit dors de
démontrer que les deux figures aing obtenues:

A B E B E F
D C D C
sont “égales’. Pour cela, il décompaose chacune d'elles en deux triangles::

A B E B _E F
\/< )G\/
D C D C

— lestriangles ADE et CDG pour lapremiére;

— lestriangles BCF et CDG pour la seconde.

Il lui suffit dors de démontrer que les deux triangles ADE et BCG sont “égaux”, cet-a-dire

“isomériques’, ce quil fait en utilisant I'un des cas d“ égdité€’ destriangles.

La démondration donnée par Euclide, ans que cdles qui suivent, reposent sur pluseurs

propriétés admises des le départ de son livre (Notions communes) concernant les grandeurs :

- S de grandeurs égdes, on retranche des grandeurs égales, les restes seront égaux.

- S ades grandeurs égales on goute des grandeurs égales, les touts seront égaux.

- Lesgrandeurs qui sont doubles (ou maitiés) dune méme grandeur sont égales.

- Letout est plus grand que la partie.

Deplus, il utilise deux autres propriétés admises :

- Des figures “égdes’ (au premier sens, cedt-adire “isomériques’) sont égdes (au
nouveau sens, c'est-a-dire ont des aires égales).

- S deux carés sont “égaux” au sens nouveal, leurs cotés sont “égaux” (au sens premier
d“isométriques’).
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On voit le réle tenu par les idées de décompostions, et de recollements dans cette
démongtration.
Hilbert, dans son travall de remise de I'édifice euclidien sur des bases logiques solides, va-t-il
rejeter ces idées ? Au contraire, il va les formdiser en définissant deux notions concernant les
figures polygonales, : I'équidécomposabiilité, et |'équicomplémentarité.
Deux figures P et P' sont équidécomposables’® sil est possible décrire chacune ddles sous
forme de réunions de triangles n'empiétant pas I'un sur l'autre :

P?T?T,? .2 T

P?2T,?2T,?2.2T,
telles que, pour chague i, les triangles Ti e T; soient “égaux” (Hilbert emploie le maot
“congruents’ au lieu de “égaux”).
Aind, par exemple, la réunion de deux carés “égaux” est équidécomposable avec un carré

congtruit sur une de leurs diagonales.

Pour pouvoir correctement formaiser la notion de figures “égdes’ (au sens de "ayant des
ares égdes’) créée par Eudide, et notamment pour pouvoir Iégitimer les additions et
soudtractions de figures “égdes’ que ce dernier utilise dans ses démondrations, Hilbert
définit la notion d'équicomplémentarité :

Deux figures P et P* sont équicomplémentaires’ sil existe desfigures Q et Q' tellesque :

— P et Qnempietent pas'une sur l'autre ;

— P et Q nempietent pas|'une sur l'autre ;

— Qe Q sont éguidécomposables;;

- P? Qe P ? Q' sontéquidécomposables.

2 Ce sont les figures qui peuvent sexprimer sous la forme d'une réunion d'un nombre fini de triangles n‘empiétant
pas I'un sur I'autre (ou encore de triangles n'ayant en commun qu'un sommet ou un segment, mais n'ayant pas de
goi nts intérieurs en commun : certains auteurs qualifient de telstriangles de “ quasi-disjoints”).

En alemand, le mot correspondant est “zerlegungsgleich” qui signifie “égale décomposition, ou égal
découpage).
“ Dans les six premiéres éditions, Hilbert emploie le mot “inhaltsgleich”, qui signifie littéralement "contenu égal,
ou superficie égale" ; dans les quatre éditions suivantes, il emploie “ergéngzungsgleich” qui signifie “égal par
complément”.
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Le lecteur pourra reprendre la démondration du théoréme rdatif aux pardldogranmes ABCD
et CDEF évoguée ci-dessus. En posant P = ABCD, P' = CDEF, Q = Q = BEG,
P? Qet P ? Q' sont équidécomposables, car réunion des triangles ADE et CDG dune part
et BCF et CDG dautre part, triangles qui sont deux a deux congruents.

Deux figures équidécomposables sont évidemment équicomplémentaires. Mas deux figures

équicomplémentaires (ayant le méme contenu) sont-€elles équidécomposables ?

Par exemple, sur la figure bien connue ci-
contre, la figure formée par la réunion des
/ carés (1) e (2), dont le théoreme de
(1) L Pythagore dfirme qudle a le méme contenu
que le caré(3), est-ele équidécomposable

@A) avec cecarré ?

Nous alons voir que laréponse est affirmative, sous certaines conditions.

2 - Aires et volumes avec des nombres

A l'école e au collége, on aborde la géométrie en gautorisant I'emploi des nombres, qui sont
tres tot utilises pour mesurer les longueurs. Hilbert a condruit une théorie permettant de
condruire des nombres en patait des segments de droite pami lesquels et chois
arbitrairement un segment unité, e de définir pour ces nombres les quatre opérations et la
redation dordre usuds®. En ce qui concerne les aires, il a démontré quil est dors possible
d'associer a chague figure polygonae P un nombre a(P), de telle maniére que :

— pour tout triangle T, a(T) > 0;

— 9 TetT sont deux triangles “égaux”, dorsa(T) =a(T ") ;

— 9 deux figures P et Q n'empiétent pas 'une sur l'autre, dorsa (P? Q) ? a(P) ?a(Q).

Le nombre a(P) est gppelé “are de P”. L'are dun triangle et définie a lI'aide de la formule
usudle “1/2 bh”, e l'aire dun carré condtruit sur un segment unité et égale a 1. Alors Hilbert

® Usuellement, les nombres utilisés sont les nombres réels, mais la théorie d'Hilbert permet de ne pas se limiter &
cecas.
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démontre que, dans un plan satifaisant l'axiome des pardldes, deux figures P et Q sont
équicomplémentaires s e seulement 5 a(P) = a(Q).

Pourquoi évoquer ici I'axiome des pardléles ? La raison vient du fait que la question des aires
a fait I'objet d'un intense travail au moment de la découverte des géométries non+eudlidiennes,
et que I'un des théorémes fondamentaux sur les aires porte le nom de Bolya (1802-1860 ; il
es le découvreur de l'une dentre eles : la géométrie hyperbolique). Le théoreme de Bolya-
Geawien é&dblit un lien entre “avoir méme aré e “ére équidécomposable’. Plus
précisément :

Dans un plan véifiant I'axiome des pardléles et I'axiome d'Archiméde®, deux figures P et Q
sont équidécomposables s et seulement s a(P) = a(Q).

Aind, en rgoutant I'axiome d'Archimede a la théorie, il y a équivdence entre “avoir des ares
de méme mesure’ e “ére équidécomposable’. Cet axiome jouissant a I'école et au college
dun fort degré dévidence, il est Iégitime sur le plan mathématique dorganiser avec les deves
des travaux autour de la notion d'équidécomposabilité. Pour des raisons pratiques, on peut
avantageusement la remplacer par la notion d'équivalence par dissection, qui lui et
équivdente. La seule différence résde dans le fait que les figures gppariées intervenant dans
une dissection ne sont pas nécessairement des triangles, mais peuvent ére nlimporte quelles
figures polygondes isométriques, aors que pour I'équidécomposabilité les figures agppariées

sont nécessairement des triangles.

Les figures et propriétés suivantes nous ramenent aux questions daires traitées au collége, et

fournissent des judtifications qui sont abordables a ce niveau

A Tout triangle et équivadent par dissection a
un pardldogramme.

En effet, les deux triangles ADE et CDF sont
isométriques, images l'un de l'autre par la

symétrie de centre D. Donc le triangle ABC et
le padldogranme BCFE sont équivadents
par dissection.

® Cet axiome sénonce ainsi : quels que soient les segments AB et CD, il existe un entier naturel n tel que le
segment formé par n copies de AB mises bout & bout soit plus grand gque |e segment CD.
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Tout triangle et équivadent par dissection a
un rectangle.

Laencore, on utilise des symétries centrales.

Le triange ABC e le rectangle BCKH sont
équivaents par dissection.

@ @
(2

Tout trapéze est équivaent par dissection a un
triangle.

La encore, lisomérie qui permet dapparier
(2) et (2) est une symétrie centrae.

(6)

Consgdérons la  configuration  du

théoreme de Pythagore. Voici une

disection des deux figures ayant méme

Q)
(1)

©) )

(7)

(6)

(1)
(2)

are, que le lecteur et invité a reproduire

et ajudifier.

On pourra remarquer que les isométries
permettant dapparier les triangles ne

sont pas toutes des symétries centrales.

Dans les trois premiers exemples qui précédent, les seules isoméries qui ont éé utilisées sont

des syméries centrdes. On dit que deux figures P et Q sont S-équidécomposables (ou
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équivdentes par S-dissection) lorsqudles sont équivdentes par dissection e que les
iSométries permettant les gppariements sont des trandations ou des symétries centrales.

En 1951, les mathématiciens suisses Hadwiger et Glur ont démontré que deux figures P et Q
ont mémeaire (a(P) = a(Q)) g & seulement s P et Q sont S-équidécomposables.

Ce réalltat éonnant garantit que deux paraléogrammes ayant une base en commun e Stués
entre les mémes pardldes sont S-équidécomposables.

La figure d-dessous suggere le moyen d'obtenir une S-dissection des deux pardléogrammes
ABCD et ABEF, and que l'importance du réle de l'axiome d'Archiméde (qui nous garantit
guune telle dissection existe qud que soit le cas de figure dans lequd [AF] et [BC] se

coupent.).

3 - Et pour lesvolumes ?

Les techniques développées par Euclide pour les ares lui permettent d'éablir les résultats
relatifs aux volumes des pardléépipédes e des prismes. Mas il adopte une méhode
compléetement différente e beaucoup plus compliquée (la méhode dexhaustion) pour établir
les réaultats concernant les pyramides. Des mathématiciens comme Gauss et Gerling se sont
demandés sil é&at possble déablir ces résultats sans recourir a la méthode d'exhaugtion.
Cest précisement cette question qui condtitue I'un des 23 problémes que Hilbert proposa a la
communauté des mathématiciens réunie au Congres de Paris en 1900. Le troiseme probleme
de Hilbert condgtait a démontrer que la méhode dexhaustion est vrament nécessaire en
exhibant deux solides ayant le méme volume mas qui ne sont pas équidécomposables.
Lasolution a ce probleme fut trouvée la méme année par le mathémaicien Max Dehn, qui a
montré qu'un tétraedre ne peut pas étre dissecté en un cube Ains I'équidécomposabilité

caractérise les figures planes d'aires égdes, mais pas les solides de I'espace de volumes égaux.
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Biblio « Aire et périmétre » pl2

Classes - rdas
Aire et pé&rimétre
Bibliographie

Il ne Sagit pas de fournir ici au lecteur une bibliogrgphie compléte sur la question, mais seulement de
SAectionner quelques déments ou trouver matiére, d'une part a illudrer ce theme par des Stuaions
pédagogiques, e d autre part adimenter sa curiosté personndle.

Dansles manuels scolaires ou les ouvrages parascolaires de niveau collége

MATH (dir. Eric Sarra), Mahématiques 6, Bordas, 1996
- p. 175 Comparer des aires, comparer des perimetres
- p. 180 Cdcul d'aires par décomposition
CINQ sur CINQ (dir. R.Delord et G.Vinrich) Math 5°, Hachette Education, 1997
- pp. 165, 170, 176, 178
Une année de sixieme en mathématiques, IREM de Limoges, CRDP du Limousin (1997, 1998)
- pp. 35- 42 (tome 1)
- pp. 15- 21 et 77-81 (tome 2)
Les efficaces en math 6° - 5° Nathan, 1998
- pp. 59466, p.174a191
PYTHAGORE 5°, Hatier 1991
- p. 184 - 86 Formule de Pick.
- p. 200 Aires et volumes
DECIMALE Mah 5°, Bdlin, 1997
- p. 212- 219 Découpage, pliage ; drole de puzzle
MATH 5° Bordas, 1997
- p. 237 Aire du disque, encadrement par des carrés et des triangles
- p. 246 Exercice sur P&imétrelaire
CINQ sur CINQ (dir. R.Ddlord et G.Vinrich) Math 4°, Hachette Education, 1998
- p. 93 Leterran de rugby
MATH par lapratique 3° technologique, Nathan, 1994
- p. 34- 35 P&imetres, ares

Pour approfondir

BOULE, F. (2001) Questions sur la géométrie et son enseignement, Nathan.
CHAMONTIN F. (en collaboration avec CAZIERB. et PIcoT M.), 2001, Des aires sans mesure a la
mesure des aires, Repéres IREM n°44, pp. 33-62.
CLAPPONI, P. (1993) Activités géométriques au college, Petit X, hors srie, IREM de Grenoble.
COMBIER, G. et PHILIPPON, M. (1994) Aire et périmétre. Le Tout de |’ aire en collége, IREM de Lyon.
DELEDICQ, A. et RABA, R. (1997) Le monde des pavages, ACL-Editions du kangourou, Paris.
Groupe Géométrie et arithmétique (2000) Aires, IREM d Aquitaine, 33400 Tdence.
FRIEDELMEYER J. P. (1998) Les aires : outil heuristique- outil démongtratif , Repéres IREM n°31, pp.
39-62.
Egdité dares sans passer par lamesure, utilisation des aires dans les démondirations de géométrie,
références historiques, activités pour les déeves de college et de lycée.



Biblio « Aire et périmétre » p2/2

HARTSHORNE R. (2000) Geometry : Euclid and beyond, Springer.
Ouvrage en anglais, faisant le point sur la question des ares : en repartant du point dEudide, I'auteur
en met en évidence les prouessess et les défauts, et réussit a montrer comment Hilbert et parvenu a
diminer ces demniers. Le texte e fadilement lisble au départ (pp. 40-45), et se complique un peu
verslafin (pp. 196-225). Contient toutes les démongtrations des résultats évoqués dans l'article de A.
Pressiat.

StoLL A. (1998) Les lunules d'Hippocrate de Chio, Reperes IREM n°31, pp. 29-38.
Pistes d'activités pour la classe a partir de problemes higtoriques. Utilisation de propriétés
géométriques pour comparer desaires.

WHEELER (1970) Mathématiques dans |’ enseignement élémentaire, OCDL, Paris.

Une vingtaine de pages sur le Géoplan.

Quelques résultats de recherche en didactique

PERRIN-GLORIAN M.- J. (1989) L'aire et la mesure, Petit x n° 24, p. 5 - 36.

Trangpogtion didactique de la notion daire. Etude des programmes, des manuels, et des articles du
bulletin de I'APMEP. Choix didactiques pour une suite cohérente de Situations denseignemernt.

MOREIRA-BALTAR P. (1993) Difficultés rencontrées par des éléeves de cinquiéme en ce qui concerne

la dissociation aire - périmétre pour lesrectangles, Petit x n° 34, p. 5-29.

Les déves dévdoppent de fagon indépendante une conception géométrique et une conception
numérique de l'are sans les mettre en rdation. Il y aurait deux niveaux dans la dissociation are -
périmétre : au premier niveau, I'déve accepte que des rectangles de méme péimétre puissent avoir
des aires différentes (et réciproguement) ; au deuxieme niveau, I'déve accepte que l'are et le
périmétre peuvent varier dans des sens différents.

MOREIRA-BALTAR P. (1996) A propos de |'apprentissage du concept d'aire, Petit x n° 43, p. 43-68.
Article issu de b these de I'auteur. Etude des programmes de I'école et du collége, des évaduations
nationales en déout de 6 et de 'APMEP en fin de 6 et de 5. Les ares sont un point faible de
chacune de ces évdudions, et I'évauation de 'APMEP montre que ce theme discrimine les futurs
redoublants (réussite diviste par 2). Revue des travaux antérieurs sur I'apprentissage de la notion
dare andysant les difficultés des déves, @ soulignant I'importance du travall dans le cadre
géométrique, Sagppuyant notamment sur le découpage - recollement e le pavage, qui sont des
procédures disponibles en 6°.

MOREIRA-BALTAR P. (1998) Une étude de Situations et d'invariants : outil pour I'analyse dela

construction du concept d'aire au college, Petit x n° 49, pp. 45 - 78.

Présentation d'un outil de dassification des Stuaions denseignement concernant le concept daire a
partir de la prise en compte de trois cadres (géométrique, grandeurs, numérique) et des moyens de les
mettre en reaion. L'auteur met a profit desdlers et retours entre I'andyse du concept du point de vue
mathématique, des exercices tirés de manuds, des évauations nationdes, et des variables didactiques
des différents types de situations.

PRESSIAT A. (2001) Grandeurs et mesures : I'évolution des organisations mathématiques de

référence, et problemes de transposition, Actes de la Xle école déé de didactique des mathématiques.

(apaditre).

L'é&ude concerne la trangpogtion des travaux mathémetiques récents (XXe dsede) dans une
perspective de formations des professeurs, sur les deux questions suivantes : ares et volumes dune
part, grandeurs dans le sens généra (grandeurs - produits, grandeurs-quotients, ...) dautre part.



Aireet Perimétre : Tableau général desactivites

N° Objectif Nature del’ activité
1 Disociaion Comparaison de figures selon leurs aires et leurs pé&rimeétres. Prise de conscience que le classement
des concepts dépend du critére retenu
2 d'areet depérimetre | Travall apéimetre condtant : comparaison selon leur aire de figures ayant méme périmetre
3 Travail aaire congtante : comparaison sglon leur pé&rimétre de figures ayant méme aire (Tan Gram)
Evduation 1
4 Approche des notions de | Expression des caractéristiques des pieces condtituant un Tan gram a partir de celles du triangle de base.
5 mesured’ ares et de Utilisation des vaeurs obtenues dans I'analyse et la comparaison de différentes figures (cas smples).
6 périmétres Utilisation des vaeurs obtenues dans I'andyse et la comparaison de différentes figures (cas complexes).
7a Vers Inventaires des carrés et des rectangles (planche a9 clous puis a 16 clous)
7b la congtruction Inventaires des triangles (planche a9 clous) et des polygones réguliers (Maillage Triangle- Equilatérd)
7 Tc deformules Expression de différentes figures (triangles, carrés, paralldogrammes) a partir de 2 triangles de base
7d Travall sur des Mesure d'aires sur une planche a 16 clous
7e « planches a clous » Formule de Pick
8a| Faire prendre conscience | Carrésde dimension double, triple, moitié et tiers. Variation corrdative des aires
8b gues on multiplieles Triangles équilatéraux de dimension double, triple, moitié et tiers. Variation corrdative des aires
8 8c| longueurspar k lesares | Sphinx de dimension double, triple, moitié e tiers. Variation corréleive des aires
8d| sont multipliéespar k? | Découpage d’ un sphinx en 16 sphinx
8e Assemblage d'un sphinx avec 25 sphinx
9 Interlude : Pavages Fabrication de formes auto- couvrantes.
10a Formules Du triangle au pardldogramme (1)
10 10b Airedutriangle, Du triangle au pardldogramme (2)
10c du pardldogramme , Du pardléogramme au rectangle
10d du disque. Du rectangle au carré
10e Activités autour de la quadrature du cercle
Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais.




Activité 1. Fiche professeur PV3

Objectif : Dissociation des concepts d'aire et de périmétre sans recours aux mesures

Démar che : Comparaison deux adeux (sans mesurer : Cf. p4 du document de présentation
de ce dossier) de quatre surfaces.

Pour les périmétres les comparaisons se feront en utilisant de laficdle, ou un compas
S les compétences des éeves le permettent.

Pour les aires, les comparaisons se feront par découpages (S nécessaires) et inclusons

Exemple:
A Un découpage de A
permet son inclusion dans B

\ 7
: £

Exemple de découpage progressif permettant la comparaison desairesde A et D

f ) g

/S [
7
7
S g7

Comparaison deux a deux dessurfacesA, B, C et D

D'aprésleur pé&rimétre: péiméredeA >péiméredeB pé&iméredeA >péiméredeC
périmétrede A < périmétredeD périmétredeB = pé&imétredeC
pé&imétredeB < pé&iméredeD périmétredeC < pé&imétredeD

D'apreésleur aire: airedeA <airedeB airedeA <airedeC airedeA <airedeD
airedeB <airedeC airedeB >airedeD aredeC >airedeD

Classement delaplus petite ala plus grande

-D'apresleur périmétre: périmétredeB = pé&iméredeC <périmétredeA <pé&imeredeD
-D'aprésleur aire: airedeA <airedeD < airedeB <airedeC

Remarque: On trouvera dans les 2 pages suivantes des exemples de fiches "Outils a penser” (réalisées avec des
éléves) que l'on pourra soit analyser soit réaliser avec les éléves.

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais.




Activité 1. Fiche professeur P2/3

Comparaison des surfaces
Critére: Pé&rimétre

Principe du déroulement

v
o — o . ——
2 3 4 5 6

Exemples :

Le p&imetredu carré A
est plus petit
que celui du triangle B

K

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais.



Activité 1. Fiche professeur

Comparaison des surfaces

Critere: Aire "Principe de r ecouvr ement”

‘\ﬁ

" Principe de Découpage-Assemblage”

e

|
v

Essais de recouvrement

| g

Aire et Périmeéetre. Groupe National

Classes-relais.

P33

Lasurface A
est contenue entiérement
danslasurface B.

L'aredeA
est plus petite
guel'aredeB

En découpant lasurface A
tous ses morceaux
peuvent étre placés dans B

7\

<%

L'aredeA
est plus petite
quecellede B




Activité 1. Fiche éléve

C
B
D
Comparaison deux a deux dessurfacesA, B, C et D
-D'apresleur périmétre:
périmétrede A périmétredeB périmétrede A périmétredeC
p&iméredeA pé&iméredeD p&imétredeB pé&imétredeC
périmétredeB périmétredeD périmétredeC périmétredeD
-D'apreésleur aire:
aredeA airedeB aredeA airedeC aredeA airedeD
airedeB airedeC airedeB airedeD airedeC airedeD

Classement de la pluspetite ala plus grande

D'aprésleur périmétre:

D'aprésleur aire:

Aire et Périmeéetre. Groupe National Classes-relais.




Activité 2 . Fiche professeur

Travail a périmétre constant

Objectif : Dissociation des concepts d'aire et de p&rimeétre

Démarche : Comparaison deux a deux (sans mesurer) de cing surfaces ayant le méme pé&rimétre

[ 1

| |\ Airede E< AiredeC

1) Vérifier quecescing surfacesont le méme périmétre.

Airede A < AiredeE

<~~~

Airede C < Airede B AiredeB < Airede D

Cette vérification se fera en mesurant (Cf. p4 du document de présentation de ce dossier),
avec de la ficdle. Pour le disque, on pourra apres découpage le faire rouler sur un axe, voire le
long d'une des autres surfaces. On ingstera sur le fait que cette technique et gpproximetive
mais permet dans les Stuations proposéesici de faire les comparai sons demandees.

2) Comparer deux adeux lessurfacesA , B, C, D et E selon leur aire

Airede A < AiredeB Airede A <AiredeC Airede A <AiredeD
Airede A <AiredeE AiredeB > AiredeC AiredeB < AiredeD
AiredeB > AiredeE AiredeC < AiredeD AiredeC> AiredeE
AiredeD > Airede E

3) Classer, d'apréesleur aire, cessurfacesdelapluspetite alaplusgrande

Airede A < AiredeE < AiredeC < AiredeB
Remarque

< AiredeD

Empiriquement, il est possible de faire découvrir que le cercle est la forme qui a une aire maximale pour un
périmétre donné. Pour ce faire on pourra utiliser un ruban de papier (1 cm de haut) dont I'intérieur serarempli de

billes. Le ruban prend progressivement laforme d'un cercle.

Ruban en papier
-————

Cette technique permet de constater que le
nombre maximum de billes que I'on peut mettre a
I'intérieur correspond au cercle.

Elle permet également, en donnant au ruban la
forme d'un carré (Fixer les sommets avec des
épingles), de constater que l'aire du carré est
beaucoup plus petite que celle du cercle.

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais.



Activité 2 . Fiche éléve

1) Véifier que cescing surfaces ont le méme péimétre.

2) Comparer deux adeux lessurfacesA , B, C, D et E selon leur aire

3) Classer, d'aprésleur aire, ces surfacesdela plus petite a la plus grande

Airede A AiredeB Airede A  AiredeC Airede A  AiredeD
AiredeA  AiredeE AiredeB  AiredeC AiredeB  AiredeD
AiredeB  AiredeE AiredeC AiredeD AiredeC AiredeE
AiredeD AiredeE

Aire et Périmetre.

Groupe National Classes-relais.




Activité 3. Fiche professeur

Travail a Aire constante
Objectif : Dissociation des concepts d'aire et de pé&rimétre.

Démar che : Comparaison deux a deux (sans mesurer) de cing surfaces ayant laméme aire.

A

D

Airede A = AiredeD

AiredeB = AiredeC |

AiredeD = AiredeC

4 AiredeD = AiredeE

A C

1) Vérifier quecescing surfacesont lamémeaire:

E

Lavérification pourrase faire par un réel découpage ou par simpletragcage. Exemples de découpages ci-dessus.

2) Comparer deux adeux lessurfacesA , B, C, D et E sdon leur périmétre:

Périmétre de A > Périmétre de B Périmétre de A < P&imétrede C Périmétre de A > Périmétrede D
Périmétrede A > Pé&rimétrede E Périmétrede B < P&imétrede C Périmétrede B > P&imétrede D
Périmétrede B < P&imétrede E Périmétre de C > Périmétrede D Périmétre de C > P&imétrede E
Périmétrede D < Périmétrede E

3) Classer, d'aprésleur périmétre, cessurfacesdela plus petitealaplusgrande

PérimétredeD < PérimétredeB < Pé&imétredeE < Pé&imétrede A < P&imétrede C

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais.




Activité 3. Fiche éléve

A B
C
D
E
1) Vérifier, par découpage et recomposition, que cescing surfacesont lamémeaire.
2) Comparer deux adeux lessurfacesA , B, C, D et E selon leur périmétre
Périmétrede A PériméredeB P&imé&redeA Pé&imétredeC Périmétrede A PéiméredeD
Péaimétrede A P&iméaredeE Péimé&tredeB  Pé&imétredeC PéimétredeB  Pé&imétredeD
Péimé&tredeB  Pé&iméredeE PéimétredeC Pé&imétredeD Pé&iméredeC Pé&iméredeE
P&iméredeD Pé&iméredeE

3) Classer, d'apreésleur périmétre, cessurfacesdela pluspetitealaplusgrande

Aire et Périmeéetre. Groupe National

Classes-relais.




Evaluation 1 . Fiche professeur
Dans chaque cas, préciser lavariation du pé&imétre et del'aire

—» —>»

ENE = | e
Aire X Aire X
Périmétre X Périmétre X
Surface de départ Surtace d'arrivée Surface de départ Surface d'arrivée

ENE EX
Aire X Aire X
Périmetre | x Périmétre X
Surface de départ Surface d'arrivée Surface de départ Surface d'arrivée

—>»

= | &= . E
Aire X Aire X
Périmetre X Périmetre X
Surface de départ Surface d'arrivée Surface de départ Surface d'arrivée

— —

ER & | &
Aire X Aire X
Périmétre | x Périmétre | x
Surface de départ | Surface d'arrivée Surface de départ | Surface d'arrivée

Commentaires:

Bien faire comprendre I'organisation de la fiche, en particulier qu'il sagit de préciser les variations quand on
passe de la Surface de départ ala Surface d'arrivée.

Il peut étre souhaitable de réaliser avec les éléves la premiére, voire la seconde étude en procédant ainsi :

1) Qu'est-ce qui achangé quand on passe de la Surface de départ alanouvelle Surface

2) Comment variel'aire?

3) Comment variele périmétre ?

On remarquera que pour les 5 premiers cas, une indication permet de repérer plus facilement latransformation.

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais.



Evaluation 1 . Fiche éléve

Dans chaque cas, préciser la variation du périmétre et de I'aire

Surface de départ

—>

Aire

Périmétre

Surface d'arrivée

Surface de départ

Aire

Périmétre

Surface d'arrivée

Surface de départ

Aire

Périmétre

Surface d'arrivée

Surface de départ

—>

Aire

Périmétre

Surface d'arrivée

Aire et Périmeétre. Groupe National

Classes-relais.
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Evaluation 1 . Fiche éléve

Dans chaque cas, préciser la variation du périmétre et de I'aire (suite)

Surface de départ

—>

Aire

Périmétre

A

Surface d'arrivée

Surface de départ

—

Aire

Périmétre

Surface d'arrivée

Surface de départ

—>

Aire

Périmétre

Surface d'arrivée

Surface de départ

—>

Aire

Périmétre

Surface d'arrivée

Aire et Périmeétre. Groupe National

Classes-relais.
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Activités4 et 5. Fiche professeur
Travail avecle Tan Gram

Objectif : Approche des notions de mesure d'aires et de périmétres.

Démarche : - Expresson des différentes vaeurs des pieces condituant un Tan Gram a partir
des vaeurs du triangle de base en utilisant 2 segments (deux cbtés di triangle) comme unités
de longueur et ce triangle comme unité d' aire

- Utilisation de ces vaeurs dans I'andyse de différentes formes

Pé&riméetre=6¢c +4h
Aire= 10a

Ly

Pé&imétre=10c+4h
Aire= 16a

Pé&rimétre=8c+4h
Aire= 14a

et

g

Pé&imétre=12c+2h
Aire= 16a

By

1) Expression des différentes "valeurs" des piéces du Tan Gram : les deux valeursc et h sont nécessaires. L'une
des difficultés réside dans le fait que c'est la valeur c (c6té du triangle de base) qui permet I'expression de
certaines hypoténuses et h I'expression de certains ctés de triangles isocél e-rectangle.

Toutes lesaires sexpriment apartir delaseule airea

2) Utilisation de ces valeurs dans |'analyse de différentes formes

Lacomparaison des aires ne pose pas de probléme (unité unique)

La comparaison des périmetres malgré I'utilisation de deux grandeurs de référence ne pose pas de probleme

important pour les trois premiére figures (une valeur commune). Pour la comparaison des périmeétres des deux

derniéres formes le cas est un peu plus délicat mais il suffit de remarquer que c étant inférieur a h on peut faire

apparditre :
12c+2h ? 10c+4h
10c+2h+2c 10c+2h+2h
$ f On trouvera dans la fiche
Valeur commune Activité N° 6 des situations
c<h donc plus complexes permettant de
10c+2h+2c < 10c+2h+2h

souligner l'importance davoir
'f 'f une unité unique.
Valeur commune

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais.



Activité4 . Fiche éleve

Tan Gram
Analyse des pieces

> IR
7 N\

Triangle de base

Pour chacune des autr es piéces exprimer

- Lalongueur dechacun de ses cotés en fonction dec et h
- Son aireen fonction dea

N\

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activité5. Fiche éleve

Pour chacune des surfaces suivantes :

- faire apparaitre les piecesdu Tan gram utilisées,
puisexprimer

- son périmétreen fonction decet h

- son aireen fonction dea

Périmetre =

Aire=

Périmétre =

Aire=

Périmétre =

Aire=

Périmetre =

Aire=

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activité 6 . Fiche professeur P12

Objectif : Approche des notion de mesure d'aires et de périmetres.

Démarche : Utilisation des vadeurs du triangle de base du Tan Gram dans I'andyse de
différentes surfaces

P=4c+5h
B A =7a

P=8c+3h

P=8c+2h+ (2h-2c) + (¥c-h) ¥ 8 +3h
A=1la \ \
Remarque :

L’ expression du périmetre delafigure C pose | 2 difficultés | volontairement proposées.

Comparer deux adeux lessurfacesA ,B,C et D

A partir des expressions obtenues, la comparaison sdon les aires ne pose aucune difficulté
Airede A > AiredeB Airede A <AiredeC Airede A <AiredeD
AiredeB < AiredeC AiredeB < AiredeD Airede C > AiredeD

A partir des expressions obtenues, la comparaison selon |es périmétres pose des difficultés.

Il appardit :
1) Aprésréduction, A et C ont méme péimeétre (8c + 3h)

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activité 6 . Fiche professeur P2/2

2) Comparaison de A (8c + 3h) et B (4c + 5h). Aprés mise en évidence des termes
communs (4 ¢ + 3 h), celarevient acomparer 4c a2 h.

Or, 2céantplusgrand queh  (On peut faire référence al'inégdité triangulaire)

ona 4c > 2h

et donc 8c+3h > 4c+5h (ongoutedc+ 3h)
Périmétre de A > Périmétre de B

3) ComparaisondeA (8c + 3h) et D (12c). Apres mise en évidence des termes
communs (8c), celarevient a comparer 4 ¢c a3 h. Ce qui n'est pas faclement
déterminable.

L’ objectif est justement de montrer que I’ utilisation de 2 unités, sans rapport Ssmple entre

elles, pose des difficultés de comparaison des grandeurs.

Une mesure précise suffit a trancher puisque

h=\/2¢c, dol 3h=3\/2 c»424.c>4c

Donc périmetre de A > périmetre de D

4) Comparaison de B (4c + 5h) et de D (12c). Aprés mise en évidence des termes
communs (4c), celarevient a comparer 5h a8 c. Ce qui n'est pas facilement

déterminable.

Laencore, une mesure précise suffit atrancher puisque

h=\/2 ¢ d'oul 5h=5\/2¢c»7.c<8

Donc pé&imétre de B < pé&imétre de D

En résumé

P&iméredeA > Pé&iméredeB P&iméredeA =Pé&iméredeC
Pé&imeétrede A > Pé&iméredeD P&imérede B <PéiméredeC
Pé&iméredeB < PéiméredeD Pé&iméredeC > Pé&iméredeD

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activité 6 . Fiche éléve

Pour chacune des surfaces suivantes :
- faire apparaitre les piecesdu Tan gram utilisées,
puisexprimer

- lepérimétreen fonction decet h Périmétre
- l'aireen fonction dea
/ Pé&rimétre
B
\
A [ Aire
Aire
C

Périmétre
Périmétre
Aire
Comparer deux adeux lessurfacesA ,B,Cet D
Périmétrede A PérimétredeB Périmétrede A PérimétredeC Périmétrede A PérimétredeD
AiredeA AiredeB AiredeA AiredeC AiredeA AiredeD
PérimétredeB PéimétredeC PériméredeB  PérimétredeD PérimétredeC  PérimétredeD
AiredeB AiredeC AiredeB AiredeD AiredeC AiredeD
Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais




Activités 7 a-b-c-d-e . Fiche professeur PU6

Planche a clous

Le matérid est conditué dune planchette sur laguelle sont plantés des clous ou des
chevilles réguliérement disposés sur lesquels on tend quelques dadtiques. On conditue avec
ceux-ci des contours polygonaux.

o o o J © o0 0 o o (o} o (o}
O 0o 0 o
o o o ° o 3 ) o o
o o o o
0 0 o ° 5 o o o o o] o 0 °
fig. 1 fig. 2 fig. 3 fig. 4

On peut envisager des planchettes a 9 clous (fig. 1 et 2), ou davantage (fig.3), ou des
dispositions en quinconce (fig.4). On emploie en méme temps des feuilles de papier “point€’,
sur lesqueles des points reproduisent (a la méme échdle) la dispostion des clous de la
planche.(ces documents papiers sont fournis en Annexes de cette fiche)

Objectif : L'approche de la notion dare, la comparaison dares, voire leur évauaion
peuvent ére abordées sans formule ni indrument de mesure. C'est une démarche de preuve
geométrique e non pas adgebrique (résultant d'un cacul). Cette voie, moins habituele, et
plus accessble car s appuyant sur des manipulations et de ce fait plus propre a (re)fonder la
compréhension des notions.

| ) Catalogue de contours.

- Fiche 7a : Répertorier sur une feuille de papier pointé tous les carrés et les rectangles que
I'on peut obtenir sur une planche a 9 clous, puis sur une planche a 16 clous. L'opération de
comparaison et la superposition (aprés découpage S nécessaire). On ne retient que les figures
non superposables entre dles (par déplacement ou retournement).

&> ‘ )

Solutions sur une planche a9 clous > D ° .

Solutions sur une planche & 16 clous

e

O

=

Fiche 7b : Répertorier ensuite tous les triangles (Planche a9 clous).
Combien obtient-on de triangles différents ?

L.

Peut-on obtenir des triangles équilatéraux ? des hexagones réguliers ?

Trouver pluseurs criteres permettant de classer  ces triangles. (cotés égaux, angle droit, méme
pé&imetre, méme aire etc). Aprés les avoir désignés par des lettres (A, B, C,...), représenter,
dans un tableau, le classement obtenu.

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activités 7 a-b-c-d-e . Fiche professeur P2/6

Quds polygones réguliers peut-on obtenir sur la planche delafigure 4 ?

v [ ] [ ] [ J [ J
M (RO

e O o0 o ° o
I1') Approchedelanotion d'aire.

Fiche 7c : Montrer que tous les triangles obtenus peuvent ére condruits a partir
dassemblages de seulement deux triangles non superposables. Lesquels ? Dans la suite, ils
seront appeléstrianglesdebase A et B (A éant le triangle rectangle).

Exprimer la décomposition de tous les triangles en fonction de A et B. On utilise la notation
A pour exprimer les décompositions sur les deux triangles de base.
Exemple: G se décomposant en deux triangles A, on écrit G=A A A

D sedécomposant en A et BonécritD=A A B etc.
A B C=AAB D=AAB E=4A  F=2AA2B G=AA A

Donner égdement les décompositions des carrés e des padldogrammes que I'on peut
obtenir sur la planche a9 clous.

: TA'&§§

H=2A I=8A JF4A K=2A ou K=2B L=2AA 2B M=4A

Déduire de ce qui précéde que A e B ont méme aire. les deux décompositions de K montrent
directement que 2A = 2B donc que A et B ont laméme aire.
Lamesure de I'aire est e nombre d'unités contenues dans une surface.

ATTENTION : Ici, on prend A ou B comme unité d'aire ce qui permet de netravailler
gu’ avec des nombres entier s dans les fiches suivantes.
Déduire de ce qui précéde les mesures des ares de tous les triangles, carrés, paraléogrammes
précédents.

- Fiche 7d : Sur une planche a 16 clous, déerminer lamesure de l'aire du triangle indiqué.
Déerminer un autre triangle de méme aire, un carré dont l'aire est 4; et sur une planche a 25
clous, un carré dont l'aire est 10.

12-2-2-3=5 18-6-6-1=5 8-1x4=4 18-4x2=10

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activités 7 a-b-c-d-e . Fiche professeur P36

[11) Formule de Pick™.

- Fiche 7e : Pour chague polygone on appelle N le nombre de clous Situés sur le pourtour et P
le nombre de clous sSitués a l'intérieur (aing pour A : N=3 & P=0). Reporter dans le tableau
qui Uit les noms des figures &udiées jusquici dans la case qui leur convient, and que la
mesure S de leur aire.

P=0 P=1

N= N=4 N=5 N=6 N=7 N= N=4 N=5| N=6 | N=7 N=

Nom | A B CDGHK E M FJL I
Aire 1 2 4 4 8

Que remarque-t-on concernant les surfaces se trouvant dans une méme case ?

Réponse: Ellesont lamémeare. Lesvadeursde N et de P semblent déterminer I'aire de la
surface.

Vérifier sur quelques polygonesque S, N, P sont liés par lardation :

S=N=2 + 2P

- On appdle “quadrilatére crois®’ la figure représentée ci-contre. Montrer que la relaion
obtenue précédemment ne peut lui ére appliquee

11890
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Activités 7 a-b-c-d-e . Fiche professeur P4/ 6

Annexes < . ,
Planche a maillescarrés

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activités 7 a-b-c-d-e . Fiche professeur P56

Annexes Planchettes a 9 clous
[ } [ } [ ) [ ) [ } [ ) [ ) [} [ } [ } [ }
[ ] [ ] [ ) [ ) [ ] [ ) [ ) [ ) [ ] [ ] [ ]
o o o [ ) o o o [ ) o o o
o o o [ ) o o o [ ) o o o
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Planchettes a 16 clous
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Activités 7 a-b-c-d-e . Fiche professeur P6/6

A : : L
e Mailles Triangles équilatéraux (Planche hexagonale)

DG
DD

Mailles Triangles équilatéraux (Planchetriangulaire)
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Activité 7a. Fiche éléve

Planchettes a 9 clous

- Inventaire des carrés et desrectangles

Planchettes a 16 clous

- Inventaire des carrés et desrectangles

Aire et Périmetre.
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Activité 7b . Fiche éleve

Planchettesa 9 clous
- Inventaire destriangles

- Peux-t-on obtenir un triangle équilatéral ? un hexagonerégulier ?

- Critéresde classement :

- Recher che des polygonesréguliers sur la planchettes de 11 clous a maillestriangulaires
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Activité 7c . Fiche éléve

Planchettes a 9 clous

- Repérage des 2 trianglesde bases A et B

- Recherche et Expression des carrés et des parallélogrammes.

Aire et Périmetre.
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Activité 7d . Fiche éleve

Planchettes a 16 clous

- Déterminer lamesuredel'airedu triangle ci-dessous.

1 Airedutriangle:

- Déerminer sur une planchette a 16 clous:

- unautretriangledemémeaire un carrédont I'aireest 4
e o o o e o o o
e o o o ® o o o
e o o o e o o o
e o o o e o o o

- uncarrédont I'aire est 10.
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Activité 7e . Fiche éléve

Lesdifférentstriangles
A B C=AAB D=AAB E=4A F=2AA 2B G=AA A

Les différents carrés, rectangles et parallélogrammes

. ° ° ° ° . °

(] x> & && (]
e o o ° ° e o o e o o ° .
H=2A I=8A JF4A K=2A ou K=2B L=2AA 2B M=4A

Pour chague plygone on appelle N le nombre de clous Situés sur le pourtour e P le nombre
de clous Stués al'intérieur (aing pour A : N=3 et P=0).

Reporter dans le tableau qui suit les noms des figures éudiées jusquici dans la case qui leur
convient, and quelamesure Sdeleur arre.

P=0 P=1
N= N=4 N= N=6 | N=7 N= N=4 | N=5[N=6|N=7] N=

Nom

Aire

Que remarque-t-on concernant les figures se trouvant dans une méme case ?

Réponse:

Etablir unerdationliant N, P, S.

Vérifier cette formule sur quel ques polygones convexes.
e o o o o o o o o o o e o o o
e o o o o o o o o o o e o o o
e o o o o o o o o o o e o o o
e o o o o o o o o o o e o o o
e o o o o o o o o o o e o o o
e o o o o o o o o o o e o o o
e o o o o o o o o o o e o o o
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Activités 8 a-b-c-d-e . Fiche professeur

Assemblage — Découpage

Obj ectif :
Faire comprendre que lorsqu'on multiplieleslongueurs par k, les aires sont
multipliéespar k?, ce sans s appuyer sur desformules algébriques.

Fiche 8a : Agrandissement (rapport 2 et 3) et réduction (rapport 1/2 et 1/3) d'un carré.
Analyse de la variation correspondante des aires.

Forme C2 Cl C4 C3

Dimensions du coté 1/2 2 1/3 3
par rapport aC

Airepar rapport aC v4 4 1/9 9

Fiche 8b : Agrandissement (rapport 2 et 3) et réduction (rapport 1/2 et 1/3) d'un
triangle équilatéra. Analyse de la variation correspondante des aires.

Forme T2 T1 T4 T3

Dimensionsdu coté 12 2 /3 3
par rapport a T

Airepar rapportaT V4 4 /9 9

Fiche 8c : Agrandissement (rapport 2 et 3) et réduction (rapport 1/2 et 1/3) d'une
forme originde « le Sphinx » . Analyse de la variation correspondante des aires.

Forme S2 Sl A S3

Dimensions du coté 12 2 13 3
par rapport a S

Airepar rapport a S v4 4 1/9 9

Assemblage-Découpage

V=N

Activités complémentaires:
Fiche 8d : Tracer le découpage du sphinx en 16 sphinx identiques

Fiche 8e: Réaliser I'assemblage a partir des 25 petits sphinx
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Activité 8a. Fiche éléve P1/2

Assemblage — Découpage

1) En utilisant les piéces fournies fabriquer un carré C1 dont le cbté a une longueur
double de celle du cotéde C.

Tracer un découpage du carré C en carrésidentiques C2 dont les cotés ont une

longueur égale ala moitié de ceux de C
C

Compléter alorsletableau suivant

Forme C2 C1l
Dimensionsdu coté
par rapport aC
Airepar rapport aC

) En utilisant les pieces fournies fabriquer un carré C3 dont le c6té a une longueur
triplede celledu cotéde C.

Tracer un découpage du carré C en carrésidentiques C4 dont les cotés ont une
longueur égale au tiersdeceux deC

Compléter alorsletableau suivant c

Forme C4 C3
Dimensions du coté
par rapport aC
Airepar rapport aC

Queremarque-t-on ?
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Activité 8a. Fiche éléve P2/2

Annexe activité 8a: Carrésa découper
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Activité 8b . Fiche éleve P1/2

Assemblage — Découpage

1) En utilisant les pieces fournies fabriquer un triangle T1 dont le c6té a une
longueur triple de celledu cotédeT.

Tracer un découpagedu triangle T en trianglesidentiques T2 dont les cotés ont

unelongueur égale alamoitiédeceux de T
-

Compléter alorsletableau suivant

Forme T2 T1
Dimensionsdu coté
par rapportaT
Airepar rapportaT

) En utilisant les piéces fournies fabriquer un triangle T3 dont le cbté a une
longueur tripledecelledu cotédeT.

Tracer un découpage du triangle T en trianglesidentiques T4 dont les cotés ont
unelongueur égaleau tiersdeceux deT

Compléter alorsletableau suivant c

Forme T4 T3
Dimensions du coté
par rapport a T
Airepar rapportaT

Queremarque-t-on ?

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activité 8b . Fiche éleve P2/2

Annexe activité 8b : Triangles a découper
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Activité 8c . Fiche éléve P1/2

Assemblage — Découpage

1) En utilisant les pieces fournies fabriquer un sphinx S1 dont le cbté a une longueur
double de celledu cotéde S.

Tracer un découpage du sphinx S en sphinx identiques S2 dont les cotés ont une
longueur égale ala moitié de ceux deS

Compléter alorsletableau suivant

Forme S2 Sl S
Dimensionsdu coté
par rapport a S
Airepar rapporta S

) En utilisant les pieces fournies fabriquer un sphinx S3 dont le cbté a une longueur
tripledecelledu cotéde S.

Tracer un découpage du sphinx S en sphinx identiques $4 dont les ctés ont une
longueur égaleau tiersdeceux deC

Compléter alorsletableau suivant

Forme A S3 S
Dimensions du coté
par rapport a S
Airepar rapporta S

Queremarque-t-on ?
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Activité 8c . Fiche éléve P2/2

Annexe activité 8c : Sphinx a découper
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Activité 8d . Fiche éleve

Tracer un découpage en 16 sphinx identiques de ce sphinx.
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Activité 8e. Fiche éléve P1/3

En utilisant ces 25 sphinx, réaliser un grand sphinx

Cetterecherche peut sefaire :
- sansaide
—avecl’aideN° 1
- avec|’aideN° 2

AN SAS

AN SAS
AN SAS
AN SAS

AN SAS
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Activité 8e. Fiche éléve P2/3

AideN°1

/[

P

AideN°2

AR
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Activité 8e. Fiche éléve P3/3

Solution

/LN
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Activités 9 . Fiche professeur P13

Remarque : Ces activités ne font appel a 1
aucun document spécifique. Pavage
Il n”y adonc pas de fiche éleve correspondante

Objectifs:
Etude de pieces permettant ou non le pavage du plan.
Fabrication de formes per mettant le pavage du plan.

I) Pour chacune des pieces suivantes, rechercher s eles peuvent ou non sassembler
(sans se superposer) pour former un pavage.

Vv AWAOESNAVAN

Care Rectangle pardlédogramme Trapéze Pentagone Hexagone Tri. équil  Tri.geq
régulier  régulier

Remarques:

- Pami ces formes, seul le pentagone régulier ne permet pas le pavage. Pafois utilisé en
carrelage, il est complété par un cabochon.

- Cetans assemblages peuvent jouer sur des décdages, classquement utilists par les
careeurs.

[1) Produire desformes originales autocouvr antes.

A) Exemple apartir dun pardléogramme.

Découpe Découpe
Report par translation sur Forme obtenue Report : Forme obtenue
| es cOtés opposés - par translation pour
Ici I'une des translations I'une des piéces
sefait en "diagonale" - par retournement
pour |'autre
Pavege

Fr G

1 Voici I adresse d’ un site internet ol I’ on trouvera un trés grand nombre d’ informations complémentaires et
exploitables avec des éléves : http://www.bib.ulb.ac.be/coursmath/graphig.htm
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Activités 9 . Fiche professeur

P2/3

B) Exemple sur une figure ayant un axe de symétrie (Le triangle isocdle)

Report avec
rotation de 180°

A

Avec un peu dimagination :

Report par
retournement

W

Report avec retour nement

Aire et Périmetre.

Groupe National
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Activités 9 . Fiche professeur P3/3

Latechnique de I’ enveloppe :

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activités 10 a-b-c-d-e. Fiche professeur P15

Transformations : Du polygone au carré

I) Décomposition d'un polygone en triangles

oS

I1) Du triangle au parallédlogramme
- Congruction d'un parallélogramme a partir de 2 triangles identiques. (Fiche 10a)

AL

3 agencements

A

- Congruction d'un paralléogramme a partir d’un triangle. (Fiche 10b + annexe)

. A
AE

‘Hameur > Hauteut W
2
2
Base

Base

Aire du triangle est égae a cdlle du pardldogramme « correspondant »

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais
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Activités 10 a-b-c-d-e. Fiche professeur P2/5

[11) Congtruction d'un rectangle a partir d’ un paralléogramme. (Fiche 10c)

Base x Base
Hauteur Hauteur
\ A
\\—/

Base

Héi[]tegr

Airedu paralldlogramme = Base” Hauteur correspondante

Remarque : casou le pied d'une hauteur n'appartient pasa un coté.

Exemple :

Il suffit de «redresser » le pardldogranme en opérant la transformation suivante (que I'on
répétera éventuelement jusgu’ a ce que la hauteur soit intérieure).

T

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activités 10 a-b-c-d-e. Fiche professeur P3/5

V) Congruction du carré ayant méme aire qu'un rectangle donné. (Fiche 10d)

A B A B AL
D D
0] I . o) o \
AT M C a\Mm Jc Nl N/ NI
Reporter OA en OA'". Tracer les cercles de D point d'intersectior Reporter OD qui représente le coté du carré
Placer M au milieu de A'C diamétre A'C et OM des deux cercles ayant méme aire que le rectangle OABC

On peut démontrer que OD = \JOA~ OC

Découpage

Corrigédelafiche 10d

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activités 10 a-b-c-d-e. Fiche professeur P 4/5

V) Quadraturedu cercle
Nous savons qu’ une telle transformation est impossible. La transformation proposée permet

une approche smple et rapidement assez precise de P.

La superpositionfait apparaitre
quel’aredu disque

est un peu supérieure

acdle du rectangle conditueé

de 3 carrés de coté le rayon du disque

D'ou: Aire du disgue un peu supérieurea 312,

Laformule exacte "Aire du disque = p R?' ne peut , au niveau collége, qu’ ére fournie par
I enssignant.
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Activités 10 a-b-c-d-e. Fiche professeur P55

Annexe:

En complément de la fiche 10b, il est possble (sdon le niveau des deves) de démontrer que
le découpage-recomposition présenté produit bien un paraléogramme e que ce denier a la
méme are que le triangle initid. Cette démondration utilisant la symétrie centrde qui occupe
une place essentielle dans les programmes actuels, il nous parait intéressant de la présenter.

Consgtruction:

Soit ABC un triangle quelconque.

Pacer le point O milieu de[AB],

Congtruire ladroite D pardldle a(BC) et passant par O
Placer le point D intersection de D et de [AC]

Placer le point D' symétrique de D par rapport aO

D
D
D
C
Analysedu quadrilatereD D' B C
1) Par congtruction (D D') est pardlde a (BC)
2) [B D] estlesymétriquede[AD] par lasymétrie centrale de centre le point 0.
Donc (BD') et paradléle a (AD) et donc a (DC)
Le quadrilatére D D' B C est un pardldogramme.

Cdcul deson aire:
Aire du pardlédogramme DD'BC = aredeD'BO + airede OBCD
Airedutriangle ABC = arede AOD + airede OBCD

Or a@irede D'BO = aire de OAD car D'BO et le symétrique de AOD par lasymétrie centrale
de centrele point O

Donc: are du pardléogramme D'BCD = are du triangle ABC

Aire et Périmetre. Groupe National Classes-relais



Activité 10a. Fiche éléve

Du triangle au parallédogramme
Réalisation d’un paralléogramme a partir de 2 trianglesisométriques super posables.

3 agencements

Congtruire (alarégle et au compas) les 3 parallédlogrammes ayant une aire double de
celledu triangle suivant
Lecotétraceé en grasdoit é&reladiagonale du parallélogramme.

Aire et Périmeéetre. Groupe National Classes-relais.



Activité 10b . Fiche éléve

Du triangle au parallédogramme
Réalisation d'un paralléogramme de méme aire qu’un triangle donné.

Hauteur
Base
‘ ~
Hauteu ou Hauteu|
2 2
Base Base

Congtruire les deux paralldogrammes ayant une aire égale a cele du triangle et
correspondant ala base (coté en gras) et ala hauteur (tracée en pointillé) indiquées.

Aire et Périmeéetre. Groupe National Classes-relais.



Activité 10c . Fiche éléve

Du parallédlogramme au rectangle
Réalisation d'un rectangle de méme aire qu’un paralléogramme donné.

P

Base Base

Hauteur Hauteur

auteur

Hauteur

Construirelesdeux rectangles ayant une aire égale a celle du par allélogramme.

Aire et Périmeéetre. Groupe National Classes-relais.



Activité 10d . Fiche éleve

Condruction du carréayant méme aire qu'un rectangle donné.

A
A BA B -
D
L \
o AT M cO A\M \ ° N \
Reporter OA en OA'. Tracer les cercles de D point al'intersectior Reporter OD qui représente le coté du carré
Placer M au milieu de [A'C] diamétre [A'C] et [OM] des deux cercles ayant méme aire que le rectangle OABC

Découpage

Réaliser cette construction a partir du rectangle suivant

Aire et Périmetre.

Groupe National
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Activité 10e . Fiche éléve

Assemblage en quinconce des 12 secteurs ...
Quadraturedu cercle ageend
\
A
Découpage d’ un disque
en 12 secteurs angulaires K /
... puistranslation de lamoiti€é du premier secteur

Activité:
1) Tracer un cerclede5 cm derayon puisle découper en 12 secteursangulaires
2) Réaliser |’assemblage montr é ci-dessus.
3) Comparer I'aire de laforme obtenue a cdle du rectangle ci-desous constitué de
3 carrésdont le coté est égal au rayon du cercle.

Conclusion:

Aire et Périmeéetre. Groupe National Classes-relais.



